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“Cogito ergo Sum” – “I think, therefore I am”
René Descartes (1596-1650)



Id
ea

M
at
h

In
te
rn

al
Use

c ©
C

op
yr

ig
ht

20
08

–
20

11
Id

ea
M

at
h

Contents

1 Algebra 1
1.1 Special equations (part 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Exponential and logarithm equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 Other power equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.3 Irrational equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.4 Mixed exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Computations with symmetric polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Polynomials, roots, and coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Special equations (part 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 More on polynomials, roots, and coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 The second prelude to mathematical proofs 11
2.1 Mathematical arguments – Mathematical induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Mathematical induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2 Some variations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Mathematical arguments – The well ordering principle, parity, and Ramsey thoery . 14
2.2.1 The well ordering principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.2 Parity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.3 Revisiting Ramsey theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Mathematical arguments – Coloring, games, and graphs . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.1 Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.2 Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.3 Simple games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3.4 Challenges in coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Combinatorial geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.1 Well ordering in geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.2 Pigeonhole principle in geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.3 Mixed exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5 Mathematical arguments – More on Pigeonhole principle and mathematical induction 22
2.5.1 Pigeonhole principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.5.2 Induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.5.3 More on Ramsey theory and graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

iii



Id
ea

M
at
h

In
te
rn

al
Use

c ©
C

op
yr

ig
ht

20
08

–
20

11
Id

ea
M

at
h

iv CONTENTS

2.6 Mathematical arguments – Assigning weights . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.7 Proof exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.8 Mathematical arguments – More on coloring, weights, and grids . . . . . . . . . . . . 29

3 Geometry 31
3.1 Archimedes’ proof of the area formula of a parabolic region . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Cross product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3 Lattice points and analytic geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.4 More on analytic geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.4.1 Vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.2 parabolas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.5 Conic curves and challenges in analytic geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.6 (Regular) polygons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.7 Reviewing geometry concepts via entry level proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.8 Simson line and Miquel’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.8.1 Simson line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.8.2 Miquel’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.9 Law of cosines and Brocard points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.10 Law of sines and Ceva’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.11 Menelaus’ theorem in action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.12 Power-of-a-point in proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 Number Theory 55
4.1 Simple proofs with floor and ceiling functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 The Fundamental theorem of arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.2.1 Greatest common divisors (G.C.D.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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